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Theoreme de Muntz
 

On desigrie par COO, 1]) l'espace vectoriel des fonctions reelles continues 
sur [0,1]. Pour tout A;? 0, on note ¢ A l' element de CUO, 1]) defini par (PA (x) =x A. 

Par convention on a pose 00 = 1 de sorte que ¢o est la fonction constante 1. 
Soit (Ak) kEN une suite de reels > 0 deux h deux distincts. On note W Ie sous­

espace vectoriel de CUO, 1]) engendre la famille (¢A/:hEr.j. Le but du problerne 
est d'etabllr des criteres de densite de l'espace W dans COO, 1]) pour l'une ou 
l'autre des deux normes classiques Nco ou N2 definies par: 

1 

1Nco(fJ = sup 1!(x)1 et N2 (j ) =(lllf(X) 2 d x r 
XE[O,l] 

La question preliminaire et les parties A, B, C et D 
sont independantes les unes des autres. 

Question preliminaire 

1) Montrer que (¢;JA"?O est une famille libre de COO, 1]). 

A. Determinants de Cauchy 

On considere un entier n > 0 et deux suites Iinies (adl~hn et (biJld~n de 
reels telles que ak + bk ¥ 0 pour tout k E: {l,2, ... , n}. Pour tout entier m tel que 
0< m ~ n, le determinant de Cauchy d' ordre m est defini par: 

1 1 
aj +b[ Uj +bz 

1 1 
az+bj Uz +bJ. 

Dm = 

1 1 1 
am+b l am+hz am+bm 

On d efinit la fraction rationnelle : 

n-ln(X-ad 

R(X) = _k=_l _ 
n

TI (X + bd 
k=l 

.. 
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A. 
2)	 \10ntre[ que si R(X) est de la forme R(X) =.L

11 

,~lorsr, I: 

k=!	 X --:-lh 

On pourra pour cela considerer le determinant obtenu apartir de Ti; en 
rcmplacant la derniere colonne par 

R (a 1) ]
 
R(az)
 

. . 
[ 
R(an ) 

3)	 En dcduire que 
lI (aj-a/)(bj-bil 

sc i c jc n 
D" =---:-==--------­n (ai+bj) 

1,;; i-: Tl 

hJ,;n 

B.	 Distance d'un point aune partie dans un espace norme 

Soit L' un espace vectoriel norrnc par une norrne Ii ,11. On rappelle que la 
distance d'un element x E: E aune partie non vide A de E est le reel note dix, A) 

defini par: 
d(x, A) = inf Ilx- y[I.

yEI. 

4)	 Montrer que di x, A) = 0 si et seulement si x est adherent aA. 

5)	 Montrer que si (An) n~O est une suite croissante de parties de E et si 

A = Un>-c A" alors d (x, A) =limn d (x, An). 

On	 considere un sous-cspace vectoriel 11 de dimension [inie de E, et on note 

B = {y; Ily- x] ~ flxll}. 

6)	 Montrer que B n V cst compacte et que dtx, V) = dix, B n 1/) pour tout 
x E: E. 

7) En dcduire que pour tout x E: E, il existe un element y E: 1/ tel que 

d(x, V) = Ilx- yli. 

C.	 Distance d'un point aun sous-espace de dimension finle dans 
un espace euclidien 

Dans cette partie, on suppose que la norme sur l'espace vectoriel E est de­

finie apartir d'un produit scalaire (·1·) sur E: Ilxll = /(XIx). 
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8)	 Montrcr que si Vest un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, 
alors pour tout x E: E, la projection arthogonale de x sur Vest l'unique 
clement y E: V verifiant dtx, V) = Ilx- yll. 

Pour tout suite finie (Xl' X2.,"" X n) E: £,1 on designe par G(x]. X2, ... • x,J le deter­
minant de la matrice de Gram d'ordre 11 definie par: 

(x ] Ixd 

(x2Ix]) 

(xllxz) 

(x2Ixz) 
(XI IXn )l 
(x2Ix,z) 

( 
M(x),xz, .. "x n ) =. 

Ccn'!xd 

. 

(xn'lxz) .;r 
9) Montrer que G(Xl' X2, . .. , x n ) :::: 0 si et seulcmcnt si la famille (x] ,Xz, .. . ,x.:' 

est lice, 

10) On suppose que la farnille (Xl, xz" .. , X n ) est libre et l' on dcsigne par V 

I'espace vectoriel qu'elle engendre. Montrer que, pour tout x E: E, 

D. Comparaison des norrnes Nro et N2 

-e-co -2 
Pour toute partie A de ClIO,1]) on note A et A les adherences de A pour 

les norrnes Noo et N2 , respectivement. Pour f E: COO, 1]) la notation d(j, A) de­
signe toujours la distance de f aA relatiuement ala norme N: (on ne conside­
rcra jarnais, dans I'cnorice, la distance d'un element aune partie relativernent 
ala norme NcxJ. 

11) Montrer que pour tout f E: C ([0,1)), N2 (j) :;:;: Nco (j). En deduire qlie pour 
-00 -z 

toute partie A de C([O, 1]) on a A cA. 

On considere l'ensemble Vo = {J E: C([O,1J) ;/(0) = O], et on rappelle que (Po 

designe la fonction constante 1. 
-2. 

12) Montrer que (jJo E: Va . 

13) En deduire que Va est dense dans CUO, 1)) pour la norme Nz. mais n'est 
pas dense pour 1a norme Noo . 

\ 

14) Moritrer que si Vest un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel norme, 
alors son adherence Vest egalernent un espace vectoriel. 

15) Montrer qu'un sous-espace vectoriel V de C([O.lJJ est dense pourla norme 
--00	 ' 

Noo si et seulement si pour tout entier 177 ~ 0, cPm E: V . 

16) En deduire qu'un sous-espace vectoriel V de C([O, 1]) est dense pour la' 
o	 ~ 

norrne-V, si et seulement si pour tout entier 177 ~ 0, rpm E: V"". 
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E.	 Un critere de densite de lo/pour la norme N2 

Pour tout n ~. J, on note WII l'espace vectoriel engendre par la famille finic 

17) 0.10:Hrer que l'espace \tV est dense dans CUO,l!) pour la norrne N2 si er 
seulemer.t si limn d(cPi 1 ' Wil ) == °pour tout entier u > O. 

18) Montrer que pour tout p;::' 0, 
o 1 n lAic-pi 

d(!)fl' W n ) ::: ~ nA . 
V Zu + 1 k=O ic -i- P + 1 

I/tl; - pi ) 
19)	 Morurcr que pour tout u > 0, la suite ( tend vcrs si et 

Aic -i- f1 + 1 keN 

seulement si la suite (AiJhN tem! vers +00.
 

(On pourra pour cela etudier les variations de la fonction
 
p-x

XE:IO,IJ]~ .)
X+II+l 

20) Ell cleduire que I'espace W est dense dans CUD, 1]) pour la norrne N2 si et 
1 

seulemcnt si L. ser.e L - est clivergente. 
ic Ak 

E Un critcre de densite de vV pour la norme Noo 

21) I'vlomrer que si \il! est dense dans CUO, 1]) pour la norrne Noo ' alors la serie 

L _1_ est divergente. 
j Aic 

22) SOit'I/I:=.. .L~=o aj(p,tk un element quelconque de W/l. Montrcr que si Ak?: 1 
pour tout k E: (0,1, ... , n}, alors pour lout II?: 1, on a: 

II 

Noc(pp -V') ~ N2( fl <P j1 - 1 - L akAkr/J,tk-d· 
k=O 

23) On suppose que la suite (>1..;JkE:r. verific les deux conditions suivantes : 

({) : ,,1.0::: 0 

{ (i{): Ak?: 1 pour tout Ie?: 1. 

1 
Montrer que sous ccs conditions, si la scrie L - est divergente, alms W 

k >1.k 
est dense dans CllO, 1]) pour la norrne Noo . 

24) Montrcr que la conclusion precedente est encore valable si on rernplace 
10 condition (ii) par la condition plus faiblc : 

Un: infAic > O. 
hoi 

FIN DU PIWBLEME 
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