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Probléeme des moments

On note E I'ensemble des fonctions f continues, définies sur R, a valeurs
positives ou nulles, et vérifiant I'équation

f fdx=1.
R

Lorsqu’elle existe, la fonction caractéristique de f € E est la fonction gy : R — C
définie par la formule

r(t) :f e’ fx)dx.
R

Lorsque pour un entier k = 0, la fonction x — | x|* f(x) est intégrable sur R, on
appelle moment d'ordre k de f la quantité

ak(f):jr-%xkf(x)dx.

Si, pour tout entier k = 0, la fonction x — |x|* f(x) est intégrable sur ®, on dit
que f admet des moments de tous ordres.
On admettra que pour tout A € C,

x° AZ
f exp(dx - r—]dx: V2 exp(—].
R 2 2

A. Questions préliminaires.

Les résultats de ces questions, indépendantes les unes des autres, pourront étre
utilisés dans la suite du probléeme.

1) Soit f € E. On suppose, dans cette question, que f admet des moments
de tous ordres.
Montrer I'existence de ¢ et de ses dérivées successives que |'on expri-
mera a l'aide de f.

2) Montrer que pour tout réel x et tout entier n = 1,
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3) Soit a, be R tels que a < b. Montrer que la fonction h, ;, définie sur R par
e—im _ e—irb .
hap(1) = 0o D
b-a si =0

est continue sur R.



4) Montrer que pour tout réel ¢, |h, p(DI < b—a.
]\.

5) Montrer que pour tout entier k=0, ek > e

B. Lafonction ¢ caractérise f

On consideére la fonction R définie pour tout (8, T) € R x R™ par la formule
7' .
sin(gt
RO, T) = f ( )d[
-7 t
et la fonction S définie pour tout T € R par la formule

sinx
S(T) :f dx.
0 X

On admet que limy_ ., S(T) = g
6) Exprimer R(0, T) al'aide de S.
7) Soit x,y € R. Calculer la limite de R(x,T) - R(y,T) quand T — +oo (on
discutera de cette limite en fonction des signes de x et y).

8) Soita,b e R tels que a < b. Montrer que
1 T b
lim — h b r()dt = fdt.
T—l-r{loo onl . a.bl )Qb/( ) . f

9) En déduire qu'étant donné deux fonctions f et g de E, si ¢y = by, alors

=8

C. Lasuite a;(f) ne caractérise pas toujours f

On définit la fonction f; par )
(In x)*

)

L exp(-
folx) =< Ven X

pour x > 0,

0 pour x < 0.

10) Montrer que fy€ E.

11) Montrer que fy admet des moments de tous ordres et calculer a( fy) pour
tout ke N.

On introduit, pour a € [—1,1], la fonction f,; définie sur R par la formule
falx)= fo(x)-(1+asin2rinx)).

12) Montrer que f; € E, et que ax(fy) = ax(f,) pour tout k € N,



D. Une condition sur la suite a(f)

Dans cette partie, f est une fonction de £ qui admet des moments de tous
ordres, ct vérifie en outre la condition (U) suivante :

) Il existe M > 0 tel que pour toutentier k>0, 0<

On pose bi(f) = f lxikf(x)dx pour tout entier k£ > 0.
R’
13) Montrer que, pour tout entier k = 0, on a lI'inégalité
(bak- (f))2 < app(f) - azg-o(f).

)T

14) En déduire que la suite de terme général est majorée par 2M.

15) Montrer que pour tous x et ki réels, et pour tout entier n = 1,

nflhm " |h|”
¢f(x+}1)— Z m(!)(f”(.x/') Sjbn(f).

m=0

16) Montrer que, pour un certain A > 0 que I'on exprimera en fonction de M,

on al'égalité
o pm -
+h) = —
pour tout réel x et pour tout & tel que |h| < A.

17) Endéduire que si £ est un entier > 0 et g une fonction de E admettant des
moments de tous ordres tels que ax(f) = ax(g) pour tout k € N, alors

(Pf(X) = (,bg(x)

A [,TA] (on pourra procéder par récurrence).

pour tout x € [—7,

18) Conclure.

E. Application

19) Résoudre en f € E le systeme d’équations suivant :

a)(f) = 2k—1Dazr_»(f)
ary-1(f)=0

pour tout entier k£ = 1. (On pourra utiliser la fonction caractéristique de f.)

FIN DU PROBLEME



