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EXERCICE

Soit ; une fonction de classe C2 sur R.; on défirut ia fonction g sur R* x R par g(:D,u') : o(Ï)

1. (a) Justrfier que I est de classe C2 sur lR* x R'

(b)Calculer lesdérivéespart iel lespremièresdegenfonct ionde' ' : ' '
.  ô 2 q  0 t ç

(c) Calculer les dérivées partieiles secondes ffi "t# ""fonction 
4s 'pt et ç"'

l. Déierminer les solutions sur R de l'équation différentielle

Q + *)x) ' t  + 2tr /  :  t '  {1)

3. on veut déterminer les fonctions .p Pour lesqueiles .q vérifie l'équation aux dérivées partielles

v (", y) € R* x R, fir.., ut + ffio,r) : h' (2)

(a)Montrerquesi.gvéri f ie(2)alorsrpvéri f ie i ,équat iondif férent iel le(1) '

(b) En déduire l'expression de'p puis celle de g'

(c)Véri f ierquelesfonct ionstrouvéesci-dessussonteffect ivementdessolut ionsde(2).

PROBLÈME

1è'" Partie

Calcul de l' intégrale de Gauss

Soit a un rée1 strictement positif ; on pose

C ( a 1 : { ( " , E )  e  R 2 ;  0 < r < a e t 0 < v < r l }  c t  A ( o ) :  { ( ' ' v )  e  R 2 ;  0 ç g < r { a } '

1. Dessiner les parties C(o') et À(a) de R2 sur un même graphique'

t t  2  . 2  | l " " - , , O r l ' .
2. Just i f ier que /  |  ' - ' - - ' -  a 'du = 

\  |
r  J c(a) 

' '  
\Jo /

t ,ù /  l .u \  l 'u /  t ' ,  
, .  aU\ , t*.3. (a) Monrrerq"" /o l l ,  "  

'  
"  

d"a)or: 
. lo ([  '  . . '  ""  

)

(b)  Endédui re qt "  [ [  e-"  
-Y '  r t rd 'u : '  l "  (  l ' '  " - " ' - " '  

a ' i ) ]  a ' : '  [ [  e-"  
-v '  ' tx ' ]a '

'  J J c r o ,  
- l o  

\ J o  
" /  J J u " t
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4. (a) En utriisant un changement de variable, montrer que

" 1  
/  

" - _ L  
\

I  I  - - ' 2 - ! r2  d rd .u :  l '  {  l " ' ' o  , ,  
- ,=  , l r \  r t r  .

J  Jn61  Jo  \ Jn  /

r  f a  , r  \ l  n  f ;  " '(b) EndéduireO"" ( .1 e- ' " , t t  
1 

:  
o l ,  

p- ; ; ra d0.

f ]  -  . , r  ; r  _ , , :  ^(c) Montrer We 0 < 
1/ 

e-;;i; d0 < 1e-"-. Quelle est alors la limite en +oc de la fonction

f Ï  
" 2r v- | e-;;J,, d0 ?

J O

5. Montrer que Ia fonction t ,* e'.L'' est intégrable sur 10. .-ccl et qrre / "-" 
,lt - ui .' 

Jo 2

6. Montrer que 1a fonction t * s2r-r'2 est intégrable sur 10. *,:olet calculer I {te-t" dt.

1  -  o - t 2

7. (a) Montrer de même que la fonction t -- --rj- est intégrable sur I'intervalle ]0, +-coi.

(b) .À i'aide d'une intégration par partie, montrer gu" 
.[,, + 

dl : t/i.

2è*" Partie
Approximation polynômiale uniforme de la valeur absoiue sur [-1. 1]

A. Quelques résultats préliminaires

1. (a) ]ustifier que pour tout réel r > O,ln r < r * 1.

( b )  E n d é d u i r e q u e p o u r t o u t e n t i e r n > - I e t t o u t u  e  1 0 . n ] ,  e - ' '  - ( I -  # ) "  > 0 .

2. (a) Justifier que pour tout réel r, e)' > u f 1.

(b) En déduire que pour tout enlier n 21et tout réel t € [0. 1], (1 - t)n""' > (1 - t')".

( c )  M o n t r e r q u e p o u r t o u t e n t i e r  n > I e t t o u t r é e l f  €  1 0 . 1 ] ,  ( 1  -  P ) "  > l - n t 2 .

(d) Endéduire que pourtoutent ier n 2 L ettoutu e 10,n],  e-" -  \ t  - ,u)" 
"  

ï"- ' .

B. Intégrales de Wallis

Pour tout enlier naturel n et tout réel a, on pose

-  f  1 2  / r r \  . r ( . !  -  1 ) . . . ( o  -  n  *  1 )  / o \
I r :  I  c o s "  t d t ;  I  l  :  -  s i  r t  > l  e t  [ , .  )  : 1 .

ro  
'  " "  '  

\n  )  n l  \ t , . /

1. (a) Calculer /o et 1r et jushfier que I,' ) 0 pour tout n € N.

(b) À l'aide d'une intégration par partie monfrer que pour tout n 2 2, nln : (n - 1)1,-2.

(c) En déduire que la suite ( nInln-r.),>r est constante de vaieur n./2.

2. (a) Montrer que la suite (1,),,26 est décroissante.

(b) Déduire de ce qui précède I'encadreme", 
/'ffi 

( 1, ( 
,l îr,rn^ore 

pour n 2 1.
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/ \
Pour  tout  n  € N- ,  on pose P ' ,  =  Àn I ,  

- t , '  (  :  )  * i  V ' *
r ' -  |  \ ^ '  

/  - : f  I

(a) En utilisant ia question

(b) Dans la suite on pose

0 < 1 - f " v ' - < l
4n,

(c) En déduire un équivalent de À, iorsque n tend V€rs r-'.1Ç.

C. Deux suites de polynômes approchant uniformément la fonction valeur absolue sur l-1. 1]

Mont rerquepour tou ten t ie r  n ,> I , la fonc t ion  1-  
I_  t I - -  t2 ) "  

es t in tégrab lesur ]0 .  l ] .

Monrrer que pour tout (r i . . r )  e N- xiO. 1],  P,(r)  :  ^- ,  
[^ 

I - ! :  t ' ) "  
, t t .

J t ) ,) .)

E n d é d u i r e q u e p o u r  t o u t  r n . r r  €  N * '  u . L i ,  P , { r ' l :  À n v / r  / \ "  
L  -  r t  - - i i ) "  

0 r .
,/o t.L-

soit  r  un reel non nui;  montrer que 
[ , , --  

L-:=,Lu :  i r tvî .
.to

Soient n un entier > 7 et r €]0, 1l ; on Pose

f u i l - 1 1 - u : . 1  1 , 0  / ' - r x l - o . - - , 1 î 2
. \ , { r)  :  /  . ;  "  

'  
du et A(;r)  :  |  : - - : ,  , t " .

Jo .Jo

(a) Véri f ier que P,(:r)  -  r :  
"*(^"r*An(r)  

-  a{r f  
)  

et  monfrer que

P , t r )  - ,  *  
# ( , * - 1 ) l a n ( r ' )  

a r r r l  - f - r r r , )

(b) Montrer que

A,(r)  -  À(r)  1*  l ,

2 n '

1.(b) montrer que pour tout n € N, t',,: ;#
( 2 " \

) , ,  :  +,n € N*. Montrer que Pour tout ent ier n > l ,

^ - 4 2 t )  r 1  , r 2 : j  \ t(  -  t r  -  - - " - /

1.  (a )

(b)

(c)

2.

3.

r L  r z l  I  r  t
i c )  M o n r r e r a i o r s q u e  

T l l * ,  
4 , , r ,  -  / r L s  t ç  

-  i ) ( ç  -  
u r " ) -  t "

(d) Conclure que la suite (P.),>, converge uniformément sur le segment l-1,11 vers la

f onc t i on  l . l :  t , -  l f l e tque  l lP "  -  l l l l - :  o  (# )  ' "11P , , -  . l l l * , :  
_ î : , 1 . , ] e . { r l - i t l i

-1 .  On pose Q,  :  ^ , ,  S ,  t rA ' - ' (n \  - ! t - . y 'o  n  €  \ - .  En  é tud ian t  ta  su i te  (Ç,  , , ) , , r , ,
? - '  \ k /  2 k -

monker que la suite (Qr,),,>1 converge uniformément vers la vaieur absoiue sur l-1. 1] et que
-  ' l - \ .

l Q ,  . l l l _ :  u  
\ u n z

u'

FIN oE L,ÉPREUVE
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