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17énoncé de cette épreuve, particuiiére aux candidats de ia filiere P81,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des
raisonnements constitueront des éléments importants pour I'appréciation des copies. [l convient en particulier

de rappeler avec précision les références | des questions abordées.

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

EXERCICE

Soit - une fonction de classe C? sur R ; on définit la fonction g sur R* x R par glz,y) = <E>
x
1. (a) Justifier que g est de classe C? sur R* x R.
(b) Calculer les dérivées partielles premiéres de g en fonction de .
2 82
g

(¢) Calculer les dérivées partielles secondes é—xg) et 5.2 &0 fonction de ¢ et ¢”.
2 e

| §S]

_ Déterminer les solutions sur R de I’équation différentielle
(1+tHz" + 2t =1t (1)

-

_ On veut déterminer les fonctions ¢ pour lesquelles g vérifie I"équation aux dérivées partielles

[ 8)

] 0%y &g y

(a) Montrer que si g vérifie (2) alors ¢ vérifie I’équation différentielle (1).
(b) En déduire I’expression de  puis celle de g.

(c) Vérifier que les fonctions trouvées ci-dessus sont effectivement des solutions de (2).

PROBLEME

1*¢ Partie
Calcul de l'intégrale de Gauss

Soit ¢ un réel strictement positif ; on pose
Cla) = {{z.y) cR?: O<z<aetO<y<al et Ala)= {(z,y) cR?: 0Ogy<z<al.

1. Dessiner les parties C{a) et A( a) de R? sur un méme graphique.

- 2
2. Justifier que // e~ Y dady = </ et dt) :
' C(a) 0

a a 5 "a T 5
3. (a) Montrer que / </ e dy) dz = / (/ e Y d?/> dz.
40 JT J0O J0O
2 2 ¢ "t . a2 \ p 2
(b) En déduire que // e~V dady = ‘2/ (/ e Y dy) dr = 2// e~V dady.
Cla) 0 0 Ala)
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4. (a) En utilisant un changement de variable, montrer que

// e~ Y’ drdy = /4 /CM re”™™ dr | df.
Ala) 0 0

a 2 T % 2
(b) En déduire que (/ et dt) =7 ~/ e cesZs df.
: Jo 0

s

T a2 T
(c) Montrer que 0 < / ) e o (df € "
0

7

e Quelle est alors la limite en +~2c de la fonction

R
£ b e cos= § d97
0

p r—00 /,/._T'
. Montrer que la fonction £ e~ est intégrable sur [0. +-oc{ et que / e~ dt = \/0 .
O -

(@3]

- +m . -
6. Montrer que la fonction t — t2¢~* est intégrable sur [0. ~o[ et calculer / et dt.
0

2

7. (a) Montrer de méme que la fonction ¢ —— —a est intégrable sur l'intervalle |0, +oo.

+2

' dt = /7.

+00 1 __
(b) A l'aide d’une intégration par partie, montrer que / —r
Jo

IR

~ 2°™ Partie
Approximation polynémiale uniforme de la valeur absolue sur [—1, 1]

A. Quelques résultats préliminaires

1. (a) Justifier que pour toutréelz > 0,Inz <z — 1.
(b) En déduire que pour tout entiern > lettoutu € [0,n], e™ — (1 - £2)" > 0.

2. (a) Justifier que pour toutréel z, e* >z + 1.

b) En déduire que pour tout entier n > 1 et toutréel ¢t € [0,1], (1 —¢)"e™ > (1 — t2)™.
que p

(c) Montrer que pour tout entier n > 1 et toutréel t € [0,1], (1 — 2\ > 1 - nt?.

2
L —U

(d) En déduire que pour tout entiern > Lettoutu € [0,n], e™ — (1 - )" ¢ ¢

B. Intégrales de Wallis

Pour tout entier naturel n et tout réel «, on pose

/2 ’ ) . )
I = / cos" tdt ; (a) = e 1) ,(O/ nt 1) si nx>l et <Q> =1.
70 " n 0

1. (a) Calculer Iy et I etjustifier que I, > 0 pour toutn € N.
(b) A l'aide d’une intégration par partie montrer que pour tout n > 2, nf, = (n — 1)1, 2.

() En déduire que la suite ( nly, L 1)n>1 est constante de valeur 7/2.

2. (a) Montrer que la suite (/)0 est décroissante.

—

T /
(b) Déduire de ce qui précéde I'encadrement \/ m <I, < \/ %, valable pour n > 1.
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3. (a) En utilisant la question 1.(b) montrer que pour toutn € N, I, =

()

22n 4

(b) Dans la suite on pose A, = n & N*. Montrer que pour tout entier n > 1,

0<1l— A vnm

N

1
EA;’L- .
(c) En déduire un équivalent de A, lorsque n tend vers —c.

C. Deux suites de polynémes approchant uniformément la fonction valeur absolue sur {1, 1|

1

L %k
2k -1

Pour tout n € N*, on pose Pn:)\n}:( 1)k 1<k>
k=1

1—(1—¢H)"

1. (a) Montrer que pour tout entier n > 1, la fonction t — 2 est intégrable sur |0. 1].

. 1—(1—¢2
(b) Montrer que pour tout (n..r) € N*xi0. 1], P,{r) = /\n‘r/ -—~(tz—)— dt.
0

) _ N 1 1 — Bz
(c) En déduire que pour tout (n.z) € N*x]0.1], P,(z) = A,vn / —k———7—”—) du.
Jo u=

2..2
—uTz

oo |
2. Soit r un réel non nul ; montrer que / ———du = lz|V7.
0 us

3. Soient n un entier » 1 et z €]0. 1} ; on pose

Ve 1— (1 — wrzt\n / —00 | _ /_,u:xz
Aplz) = / ——(———,L)— du et Alx)= / -—-P)—- du.
0 u*s 0 U

(a) Vérifier que P (x) — 2 = V—Lq </\n VT A (z) — A(I)> et montrer que
1 1 1
Pal) o] < = ({3, + DIAn() - A+ 1 AE)
(b) Montrer que

2.2

Vi g—utrt (1 _ nlziyn oo | _ pmua®
An(l) B A(‘L‘M é/ £ <.3 < ) du+/ e') du £ =
0 us v ue f

1 1 1 1
Montrer al s ‘P,L —¢’<(——+1)(— ?)—-
(c) Montrer alors que 11<1{p; 1 | ™ m Tn) T

(d) Conclure que la suite (P,),., converge uniformément sur le segment [~1,1] vers la

P.() -1t

fonction || : ¢ —— |t/ et que [Py — L{fl, = O (7%) ott |y — ||, i = sup
—rgage!

, - p—t [\ 2k 2% * studi i (
. n = An - X =T nooon ’
4. On pose Q A g_l( 1) <kz> 551 n € N*. En étudiant la suite { Q) P, >n71

montrer que la suite (Qn) converge uniformément vers la valeur absolue sur [-1, 1] et que

12n ~ 1w =0 (-

nz=l
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