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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiere MP,
comporte 4 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des
raisonnements constitueront des éléments importants pour l'appréciation des copies. Il convient en particulier

de rappeler avec précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

EXERCICE

Soit ¢ une fonction de classe C? sur R ; on définit la fonction g sur R* x R par g(z,y) = ¢ (ﬂ)
z

i 1. (a) Justifier que g est de classe C? sur R* x R et calculer ses dérivées partielles premiéres en
fonction de ¢’

2 529

g .
—= et —= en fonction de ¢’ "
522 ' 52 onde y ety

_~ (b) Calculer les dérivées partielles secondes

2. Déterminer les solutions sur R de I'équation différentielle

(14 t%)2" +2tz’ =t (1)
3. On veut déterminer les fonctions ¢ pour lesquelles g vérifie I’équation aux dérivées partielles
S@y) =5, (@) eR xR @

(a) Montrer que si g vérifie (2) alors ¢ vérifie I'équation différentielle (1).
(b) En déduire 'expression de ¢ puis celle de g.
(c) Vérifier que les fonctions trouvées ci-dessus sont effectivement des solutions de (2).

PROBLEME

Dans diverses démonstrations du théoreme de WEIERSTRASS sur l'approximation uniforme sur
un segment d'une fonction réelle ou complexe continue sur ce segment par des polyndmes, l'étape
clé est de montrer que l'application valeur absolue est limite uniforme sur [~1, 1] d'une suite de
polyndmes. L'objectif de ce probleme est de présenter quelques une de ces suites qui permettent de
réaliser cette approximation.

Les deux parties du probléme sont indépendantes.

Notations et rappels
Si & est un réel et n un entier naturel, on pose

(a)za(a—l)"'(a—”+l) si n3l et (O‘):l.

n nl 0

On rappelle que si n et m sont des entiers naturels avec n < m, (7;) est le nombre de parties a n
éléments d'un ensemble a m éléments.
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1% Partie
Approximation par les polynémes de Lebesgue

A. Une relation entre coefficients binomiaux

. N n

. . m m 2m
1. Soient n et m deux entiers naturels avec n < m ; montrer que E < ) < > = < ) .
D n—op n

p=0
On pourra considérer deux ensembles disjoints E et F° ayantm éléments chacun, puis calculer
de deux facons différentes le nombre de parties a n éléments de EU F .

2. Soit n un entier naturel.

(0%

2 n
(a) Vérifier que l'application o« — ( a> - <p
=0

n

8%
est polynémiale puis en
)i 2,) et potmomiate 5
donner des zéros.

(b) Montrer alors que pour tout réel a, <2a> — (a> < « >

3

B. Recherche d'un équivalent

1. Soit (an)nen une suite de nombres réels strictement positifs tels que, pour tout n € N,
az—:l = 1 + wp, oU (Wn)nen est une suite sommable. Etudier la suite (ln(an))n o et en déduire
que la suite (an)nen converge vers un réel strictement positif.

2. Soient (b )nen une suite de nombres réels strictement positifs et v un réel tel que, pour tout
b ’ .
n € N*, -;ﬂ =1- % + wy, ol (W], )nen est une suite sommable.
n
(a) Etudier la suite (n7 b, )n>; et en déduire qu'il existe une constante £ > 0 telle que by ~ —.
T

(b) Quelle est la nature de la série de terme général b, ?

1/2
3. Pour tout n € N*, on pose ¢, = (—1)""1< 7{ )

+1 2n—~1

c
a) Vérifi toutn € N*, == = :
(a) Vérifier que pour tout n. . 1)

(_1)71—1

, 1
(b) Etablir qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que < / 2) ~C 37
n n

. C. Résultat d’approximation
» R A
1. Préciser le rayon de convergence de la série entiere Z (=1)™z",

n
n220

2. Montrer que cette série converge normalement sur le disque fermé de C, de centre 0 et de
rayon 1 ;sa somme sera notée f(z) pour |z| < 1.

3. Montrer soigneusement que si |z| < 1 alors f(z)2 =1~ ».

4. Montrer que la fonction z ~— f(z) ne s’annule pas sur l'intervalle | — 1,1 et justifier
soigneusement que f(z) > 0 pour tout z €] — 1, 1], puis que f(z) =VI-z,z€[-1.1].
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n

2k 1
5. Pour toutn € N,onpose L, = — Z < i ) m(l ~ XYk (n-ieme Polyndme de Lebesgue).
k=0

172\ _, yn-1(20 1
(a) Vérifier que pour toutn € N, < " > = (-1) <n>—-——-——-——(2n o

(b) Vérifier que pour tout z € [~1, 1], |z| = f(1 — z) et montrer que la suite (L,),, .y, des polyndmes
de Lebesgue, converge uniformément sur [-1,1] vers la fonction z +— |z|.

28m¢ Partie
Approximation par d’autres suites de polynomes plus simples

A. Intégrales de Wallis
T/2
Pour tout entier naturel n, on pose I, = / cos™ tdt.
0
1. (a) Calculer Iy et Iy et justifier que I, > 0 pour toutn € N.

(b) Montrer que pour tout entier n > 2, nl, = (n — 1)/n—o.

(c) En déduire que pour tout entiern > 1, nlpl,—1 = m/2.

. . -1 I
2. (a) Montrer que la suite (Jp)pen est décroissante et que pour toutn > 1, n < 7 LIPS
n n—1
- T
(b) Justifier alors que I, ~ o
B. Etude d’une suite de fonctions
. , I-(1=-)
1. Montrer que pour tout entier n > 1, la fonction ¢ — g est intégrable sur 0, 1}.
Dans la suite, on considére les fonctions u, et v, définies, pour tout entier n > 1, par
T (1 _ t2)” (217) '
U (0) = un(0) = 0; vp(z) = i ————tz———dt et up(z) = o va(z) siz €]0,1].

2. Etude de la suite (va(1)), -,
1
(a) Montrer que pour tout entier p >0, / (1 - 3P dt = Inpy1.
0

n—1
(b) En déduire que pour tout entiern > 1, (1) = Z Iopyi.
p=0

" odt
(c) Montrer alors que v, (1) ~ -@ / 7 puis justifier que vp (1) ~ /n7.
1

3. Etude de la suite (un(1)), 5,

2n
(a) Montrer que (2’212 = ;IZn.

2n
(b) En déduire un équivalent de %% et préciser la constante C' de la question B.3(b) de la
premiére partie.

(c) Montrer alors que la suite (un(1)), 5, converge vers L.
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4. Soita €]0, 1].

(a) Montrer que pour tout entier n > 1, la restriction de la fonction u, au segment [a, 1} est
2 .
(=)
a292n’

(b) En utilisant ce qui précede et le fait que la suite (u,,(1)), ., converge vers 1, montrer que

kn—lipschitzienne avec k, =

la suite de fonctions (un), ., converge uniformément vers 1 sur le segment [a, 1].

5. (a) Justifier que pour tout entier n > 1, la fonction up est croissante sur le segment [0, i].

(b) En déduire qu'il existe une constante M > 0 telle que

V(n,z) e N* x[0,1], 0<un(z) <M.

N

C. D’autres suites de polyndmes approchant uniformément la valeur absolue sur 1,1

On considére la suite (P,) ., des polyndmes suivants :

_ <2T?) - k—-1[T 1 -2k *

1. Montrer que pour tout (n, z) € N* x [0,1], Py(z) = zun(z).

2. Déduire des questions 4. et 5. de la section précédente que la suite (P")n>1 converge uni-
formément vers la valeur absolue sur le segment [-1,1]; on remarquera que les polyndmes
Py sont pairs et on choisira convenablement le a de la question 4.

Zn) n

_ (G ko1 (M) 2k ok * .

3. On pose Q, = 2W};ﬂ(—l) (k) MX , n € N". Montrer que la suite (Qy)
converge uniformément vers la valeur absolue sur [-1, 1].

n=l1

4. Montrer de méme que les suites (ﬁn)n>1 et (@")n>1 convergent vers la valeur absolue sur le
segment [—1, 1}, ol

- ) 1 ~ I & ny 2k
P o= § -1 k-1 ___XQk: t = § -1 k—1 2k *

FIN DE L'EPREUVE
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