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Uénoncé de cetie épreuve, particulière aux cand.idats de ta fil ière FSX,
comporte 3 pages.

I/usage de la calculatrice est interdit .

Les candidots soitt ittfornûs que Ia qunlité de Is rédaction et d.e Ia présentntion, la clarté et Ia prêcision des

rsisonnenænts coitstitneront Qs rlulents jntportants ponr I'apprécintion des copies.Il conuient en particulier

de rappeler aoec précisioil /es I références I des qnestions nbordées.

Si, au cours de J'épreuve, un candidat repère ce qui \ui semble être une efieur d'énoncé, il )e

signaJe suï sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est

amené à prendre.

Notations

Pour tout (p,q) e N*2, on note Mo.n(R) l'espace vectoriel des matrices à coefficients réels, à p

lignes et q colonne s; si AtI € ,^Zp.q (K), r,tf designe la matrice transposée de 1rl et rg (n,f ) son rang.

Pour tout entier naturel k,P6 désigne l'espace vectoriei des polynômes à coefficients réels et de

degré ç ,k.

D a n s c e p r o b l è m e , n d é s i g n e u n e n t i e r n a t u r e l n o n n u l e t l t s , r l , . . . , t n  d e s r é e l s d e u x à d e u x

distincts; on note zi le pollmôme zr : (X - t:s)(X - 
"r)' 

" (X - r*),
Enfin, pour tout entier naturel nr, on définit l'application

J'^ i  Pn Rn-l

P  F - - - - +  ( P ( " 0 ) , . . . , P ( r , ) )

x.è'u Partie t Étude de I'applic ation f^

Sot m un entier naturel.

1 .  S i R  e  P n e s t t e l q u e p o u r t o u t i € { 0 ,  I , . . . , n } , , R ( r t ) : 0 , m o n l r e r q u e . B e s t l e p o l y n ô m e n u i .

2. Vérifier 1te T* est une application linéaire.

3. Dans cette question, ûn suppose que m > n * 1.

(a) Montrer que Ker 1r, = {Qr ; Q e P^-n,t}; on pouila effectuer une Civision euclidi-

enne.

(b) Montrer que les sous-espaces vectoriels Ker /- et P,, sont supplémentaires dans P-.

(c) En cléduire la dimension de Ker "fm puis en donner une base.

(c1) Déterminer le rang de f*;I'application /- est-elle surjective ?

4. Dans cette question/ on suPPose que Tn < n.

(a) Monh'el que /', est injective.

(b) Quel est le noyau du f,n? Quel est son rang ?

(c) À quelle condition sur les entiers n et m l'application /-. est-elle surjective ?

5 .  o n d , é f i n i t l e s p o l y n ô m € s - L 6 ,  L t , . . . , L n p a r  L i  :  I l  # , i  e  { 0 , 1 , . . . , n } .
o<i<n \-? -J /

i * i
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( a )  P o u r i  e  { 0 . r , . . . , r 1 ,  q u e i e s t l e d e g r é  d e L 6 ?  v é r i f i e r q u e p o u r t o u t Ë  €  { 0 . 1 , . . . , n ) ,
h(rn) : ôi.À a\rec ô,,r : 1 si i : ,b et 0 sinon.

(b )  ca l cu le r  l "& i ) ,  r  €  i 0 ,1 , . . ; , n \ ,  eue rep résen ie ra fam i i i e  ( / " ( r o ) ,  r , ( L t ) , . . . , r , ( L . ) )
Pour i 'espace vectoriel iDn+i ?

(c) Monker que Ia famill e (Ls, L1- . . . , Ln) est une base de ?n.

(d )  So i t  U  :  ( yo ,A r , ,  .  . , . u , , )  €  R"+ i .

i. Montrer qu'ii existe un unique potyrrôme p, e pn ie1 que f"(pù : (Aa,yt, . . , ,Un).
i i . Exprimer ie pol1.nôme P, en fonction de -t6, Lt, . . ., Ln et ys, Ar, . . ., An.

2ème Partie : Approximation polynômiale au sens des moindres carrés

On considère des réels g0,at, ' . . ,an eui sont respecfivement les images des réels iL,tL1.,. . . ,tn
Par une fonction g, et on cherche à déterminer les pollmômes P e P* E{s que la quantlie

n

ô".(p) ,: t (ur - p("ù),

soit minimale, et à préciser la valeur minimale À-, de ladite quantité.
On parle alors d'approximation polynômiale au sens des moindres carrés de la fonction gr

aux points xo,tL,. . . ,rn; ce type d'approximation est particulièremeni uti l isé dans les problèmes
d'optimisation et de confrôle cle qualité.

a. Érude dans Ie cas nz 2 n. i L

1.  Donner un polynôme Qo € P^ te lgue " f - (Oo) 
:  ( ! |o ,Ut , ,  .  . ,Un) .eue vaut  e_(eo)  ?

2' En déduire la valeur minimale À- de ô,,(P) lorsque P décrit P,n, etpréciser à l,aide de Ç6 et
Ker /- l'ensembie des polynômes en iesquels cefte valeur minimale est aiteinte.

B, Étude dans le cas rr, < n

Dans cette section, on pose

€ .Âl ' .11,-11 (R), b - €  IZ "+1 ,1 (R)

2.

/vo\

l r ,  l
["1

^:(i îi ;i'l
l : : : l
U trn. 4:/

Montrer que si I,I,N e Mo,n(R) alors (,11 +.^/) : tA,I + tN et que, si A,It e /4e,o(R) et
l/' e ,À40,'(R), alors t(L'It Nt) - tNt ti\[t ) p, q et r étant des entiers naturels non nuls.

1ro  \
I  u t  I  in

Soi tu : |  , -  | . -À4-+r , r ( iR) ;on lu iassoc ie lepo lynôme P,ÇP*déf in iparp . , ( r )  : f  ru "o .

\ " ,  I  À :o
\ " m  /

(a) Calculer le produit Au et L'exprimer à l'aide des valeurs prises par p, aqx points
r ^  1 .ù u r  @ t ) . . ,  r . 4 n .

(b) Montrer alors que si ,4o : 0 alors u : 0.

1 .
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/ , 0  \
I  u r  |  |  .  . .  - i

S o i t u :  |  
- . ' I  

a M , r + r , r ( R ) ; c a l c u l e r i e p r o c i u i t s c a l a i r e t - i u e n f o n c t i o n d e u 6 , u l r ' . ' , u ' , r p u i s
l : l
\ r" /

en déduire que Lu 2 0 et que tuu: A si et seulement si u: 0'

/ , ,  \
l r r l

(a )  So i i r :  I  1 '  |  ,  M** r , (R)  te lquet4-4r . ,  :0 ;onposeu:  Aa.Ca lcu le r tu l r ,e r rdédu i re

l : l
\ " - /

que Au:0 Éuis Que u :  0.

(b) Déterminer le rang de Ia matrice %A et lustifier qu'elle est inversible.

(c) Expliciter les coefficients de la matrice iAA en fonction de 16, T7, "' ,tn'

Onpose X'[ : tAAet c : iAb; justifier que le système linéaire ]vI Z :c, d'inconnue Z, admet

une unique solution qu'on exprimera en fonclion de,LT-l et c'

Dans ls suite, cette solution se rntera w, on lui associe le polyrtÔme Pr" défini coinlne ù In questiott 2.

prëcédente.

Pour tout u € Mm+t1(R), on pose 9(u) : 
'(b * Au)(b - Au)'

(a) Montrer que pour tout u € Mm+tJ(IR), S(r) : 
tbb - tbAu - tu tAb + tu tAAu et que

g(w) -  tbb -  tbAw; on rappel le quetAAw : tAb'

(b) Monfreï que Pour tout u € M,',"'1,i(R), s(r) - S(w) : 
'(w - u) tAA(w - u)'

(c) En déduire quepour tout 'u € Mn.t+r3 ( lR),  g(r)  > s@)et que g(u) :9(u) sietseulement

si u : tr. On pourra utiliser les questions 2 (b) et 3. précédentes'

On muni Mr,+r,r(lR) de son produit scalaire canonique noté ( .,. ) ) rnontrer que ,4u est la

pro jec t ionor thogona ledebÀur lesous-espacevec tor ie lp  7 :  {Au;  u  €  Mm+t1(R) } .Que
r e n r é c p n f p  n ( t , t \  ?

J \ * t '

6.

7.

Soit  P : io, ,Xu €P^,onpose V" -
t . _ ô

et en dédsuire que Ô*(P) : g(Vo)'

(a) Déduire de ce qui précède que pour tout P € P^, Ô-(P) 2 Ô,,(P-) avec égaliié si et

seu lements iP :P- .
(b) Que vaut À,, ?

Appiication

Onprenc l  n :  3 ,n r  :  3 ,  r0  :  * I ,o1  :  0 ,  12  :  L r13  :  2 rAu :  1 ,97  :  2 r1Jz  :  Ie t  y3  :  0

(a) Caiculer les matr ic es A ettAA.

(b) Calculer le vecteur 7b.

(c) Résoudr.e le système linéaire IAAZ : tAb, d'incormue Z, par la méthode du pivot de

Gauss.
(d) Quel est le pollmôme P6 cle degré I 3 qui minimise Ô3 sur Ps ? Que vaut À3 ? Tracer le

graphe de 1à fonction I r---+ P6(i) et représenter les points (rryt) sur le même graphique.

Ftw og t'ÉpRBuvE

t,::)
[ ' l
\e^/

Calculer les composantes du vecteur b - AVp

9.

10.
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