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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiere PSi,
comporte 3 pages.
L'usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des
raisonnements constitueront des éléments importants pour I'appréciation des copies. Il convient en particulier

de rappeler avec précision les | références | des questions abordées.

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est
amené a prendre.

Notations

Pour tout (p,q) € N*2, on note M, ,(R) 'espace vectoriel des matrices & coefficients réels, a p
lignes et g colonnes; si M € M,4(K), ‘M désigne la matrice transposée de M et rg (M) son rang.

Pour tout entier naturel k, Py, désigne I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels et de
degré < k.

Dans ce probléme, n désigne un entier naturel non nul et zg,z1,...,2n des réels deux a deux
distincts ; on note 7 le polynéme 7 = (X — 2¢)(X —21) - (X — zn).
Enfin, pour tout entier naturel m, on définit I'application
fm P — Rn_H

P +— (P(zo),...,P(zn))

1% Partie : Etude de l'application f,
Sot m un entier naturel.

1. 5i R € P, est tel que pour tout ¢ € {0,1,...,n}, R(z;) = 0, montrer que R est le polynbme nul.
2. Vérifier que fp, est une application linéaire.
3. Dans cette question, on suppose que m > n + 1.

(a) Montrer que Ker f,, = {@7; @ € Pm-n-1},; on pourra effectuer une division euclidi-
enne.

(b) Montrer que les sous-espaces vectoriels Ker f, et P, sont supplémentaires dans Pr.

(c) En déduire la dimension de Ker f, puis en donner une base.

(d) Déterminer le rang de fn, ; I'application f, est-elle surjective ?
4. Dans cette question, on suppose que m < n.

(a) Montrer que f, est injective.
(b) Quel est le noyau de fr, ? Quel est son rang ?

(c) A quelle condition sur les entiers n et m 'application f;, est-elle surjective ?

X — .
5. On définit les polynémes Lo, L1, ..., Ly par L; = H g——mﬂ—,i €{0,1,...,n}
i
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(a) Pouri € {0,1,...,n}, quel estle degré de L; ? Vérifier que pour tout k & {0.1,...,n},
Li{zg) = 61 avec §; p = 1sid = k et 0 sinon.

(b) Calculer fr(L;), i € {0,1,...,n}. Que représente la famille (f.(Lq), fo(L1),. ..  fr(Ln))
pour 'espace vectoriel R*+1?

(c) Montrer que la famille (Lg, L1, ..., L,) est une base de Pn.

(d) Soity = (yo,y1,....yn) € R**1L.
i. Montrer qu'il existe un unique polynéme P, € P, tel que Fn(Py) = Yo, 41, Un)-
ii. Exprimer le polynéme P, en fonctionde Ly, Ly, ..., L, et yg, 1, . . . s YUne

2™ Partie : Approximation polynémiale au sens des moindres carrés

On considere des réels yo, y1,...,%n qui sont respectivement les images des réels =g, 21, ..., z,
par une fonction ¢, et on cherche a déterminer les polynémes P € P,, tels que la quantité

123

O (P) = (yi — P(z;))”

=0

soit minimale, et & préciser la valeur minimale )., de ladite quantité.

On parle alors d’approximation polynémiale au sens des moindres carrés de la fonction ©w
aux points zg, z1,. .., ; ce type d’approximation est particulierement utilisé dans les problémes
d’optimisation et de contrdle de qualité.

A. Ftude dans le cas m >n-+1
1. Donner un polynéme Qg € P,, tel que frm(Qo) = (Yo, 41, . .., yn). Que vaut &, (Qo) ?

2. En déduire la valeur minimale ), de &, (P) lorsque P décrit P, et préciser a 'aide de Qg et
Ker f I'ensemble des polyndmes en lesquels cette valeur minimale est atteinte.

B. Etude dans le cas m <n

Dans cette section, on pose

1 zg - zf? Yo
I zy - :E71n 9

A=, . o | EMarimia(R), b= | € Mpy1(R).
1 zy - P Yn

1. Montrer que si M, N &€ M, 4(R) alors {M + N) = U + N et que, si M’ € Mpo(R) et
N'€ My, (R),alors {M'N") = 'N''’; p, g et r étant des entiers naturels non nuls.

Yo
Uy il y
2. Soitv=1| . | € Mpm41,1(R);on luiassocie le polynéme P, € Py, défini par P,(z) = Z vRz®.
: k=0
'Um

(a) Calculer le produit Av et Uexprimer & l'aide des valeurs prises par P, aux points
ZoyT1y...,Tp.

(b) Montrer alors que si 4v = 0 alors v = 0.

Epreuve de Mathématiques I 2/3 —



Concours National Commun — Session 2009 — PSI

w

th

10.

. Soitu=1| . | € Mux11(R); calculer le produit scalaire by en fonction de ug, u1, . - -, Up, puis

Un
en déduire que fuu > 0 et que wu = O si et seulement si u = 0.

vo
v
(a) Soitv= _1 € Mpmi11(R) tel que ‘AAv = 0; on pose u = Av. Calculer tuu, en déduire
O
que Av = 0 puis que v = 0.
(b) Déterminer le rang de la matrice ‘AA et justifier qu’elle est inversible.
(c) Expliciter les coefficients de la matrice t4 A en fonction de zg, z1,. . . ; Zn-
. Onpose M = ‘Adetc= tAb ; justifier que le systéme linéaire M Z = ¢, d'inconnue Z,admet
une unique solution qu’on exprimera en fonction de M “lete.
Dans la suite, cette solution se notera w, on lui associe le polyndme Py, défini comme & la question 2.
précédente.
Pour tout v € Mupy1,1(R), on pose g(v) = *(b — Av)(b — Av).
(a) Montrer que pour tout v € Mm111(R), g(v) = *bb ~ thAv — tvtAb + tvtAAv et que
g(w) = tbb — tbAw; on rappelle que '‘AAw = *Ab.
(b) Montrer que pour tout v € Mmy11(R), g(v) — g(w) = Haw ~v) TAA(w —v).
(c) En déduire que pour tout v € Mm111(R), g(v) > g(w) et que g(v) = g(w) si et seulement

si v = w. On pourra utiliser les questions 2.(b) et 3. précédentes.

On muni Mp11(R) de son produit scalaire canonique noté < .,. >; montrer que Aw est la
projection orthogonale de b sur le sous-espace vectoriel F := {Av; v € Mpr11(R)}. Que
représente g(w) ?

ag
3 a
. L 1
. Soit P = g ap X" € Pp,onpose Vp = | . |. Calculer les composantes du vecteur b~ AV,
k=0 .
A

et en dédsuire que & (P) = g(V,).

(a) Déduire de ce qui préceéde que pour tout P € Py @ P) = & (Py) avec égalité si et
seulement si P = P,.
(b) Que vaut Ay ?
Application

Onprendn=3,m=3,z0=—1,71 =0zo=1x3=2,y90=1,y1 =2, 42 =Llety3 =0

(a) Calculer les matrices A et AA.
(b) Calculer le vecteur *Ab.

(c) Résoudre le systeme linéaire ‘AAZ = ‘Ab, d’inconnue Z, par la méthode du pivot de
Gauss.

(d) Quel est le polyndme Py de degré < 3 qui minimise ®3 sur Pz ? Que vaut A3 ? Tracer le
graphe de la fonction ¢ — Pp(¢) et représenter les points (z;,y;) sur le méme graphique.

FIN DE L'EPREUVE
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