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L,énoncé de cette épreuve, particulière aux candidats de Ia filière MP,

comporte 3 Pages'
L-usage de la calcuiatrice est interdit '

Les candidats sont tnformés que Ia quarité de la rédaction et de la présentation, la clarté et ln précisiotr des

rilisonnements constttueront des éléments importants pour I'appréciation des 
.copies. 

Il conaient en particuher

de rappeler aaec précisio, tr, f '"Gtnt"-t' des questions abordées'

si, au cours de ]'épreuve, un candidat repère ce qui.)ui semble être une eîreuT d'énoncé' il le

signale sur sa copte et poursuit sa composiiion un expliquant les raisons des initiatives qu'iy est

amené à prendre'

ffi
pour tout \p,q) € N*2, on note Mo,n(R) l'espace vectoriel des matrices à coefficients réels' à p

lignes et q coionnes , r, OO' , t ^n1X;,'li,i'aesigne ta matrice transposée de M et rg (n'1) son rang'

Pour tout entrer naturel k, 2i, désigne I',espace vectoriei des polynômes à coefficients réels et de

degré < k.

Dansceprob lème,n ,dés igneunent ie rna ture lnonnu l  e tns ,x :1 , " ' , Indesrée lsdeuxàdeux

d i s t i n c t s ; o n n o t e n l e p o l p d m e  " :  
( X  - ' o ) ( X  -  ' t )  ' ' ( X  - ' " ) '

Enfin, pour tout 
"r,ii"t 

naturel m, on définit l'application

f^ | P- R'-l

P  ( P ( ' o ) ,  "  ' , P ( ' " ) )

N.B. :Lapremièree t lndeux ièmepa l . t ieduprob lèmesont indépendantes , la t ro is ièmeut i l i se lesrésu l ta ts
des deux premtètes

Lè'" Partie t Étude de l'application /-

Soit m un entier naturel'

1. Si R € P,, esttel que pour tout z e {0' 1, "',n}, R(t) :0' montrer que Â est le pollnôme nul'

l. Vérifier Que .f- est une application linéaire'

3. Dans cette question, on suPpose que m > n i I '

(a) Montrer que Ker f^ : {Qr ; Q e P^-'-t}'

(b)MontrerqueiesSous.espacesvector ielsKer/-et2'sontsupplémentairesdans2-.

(c) En déduire la dimension de Ker 'f- puis en donner une base'

(d) Détermrner le rang de f ̂ ;I'appl\cation /- est-elle suqective ?

4. Dans cette question/ on suPpose que m { n'

(a) Montrer que "f- est inlective'

(b) Quel est le rang de f *?

(c) À quelle condition sur les entiers n et rn l'application /- est-elle surjective ?

5 .  (a )  Mont re rquepour tou tg :  (g0 , ,g r , . . . ,g , )  €R '+ l , i lex is teunun iquepo l l 'n5* t  Pr€P"

te1 que .f .(Pr): (go, th. ' ' ' , ,1Jn)'
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(b) Pour tout i  € {0,1,.  . . ,n},on note .Li  l 'unique pol lnôme de Pn tel  que fn(Lt ' )  :  e,

où (es. . . . ,s,1 désigne la base canonique de lR. '+l ;  on rappel le que e0 :  ( l '  0 '  '0),

e 1  :  ( 0 , 1 , 0 , .  .  .  , 0 ) ,  . . . ,  € '  :  ( 0 , 0 ,  .  . .  . 0 . 1 ) .

i .  Véri f ier que Pour tout couple ( i ,  j )  d 'éléments de {0,1," 'n),  L;( .ai1 :  d; , i  avec

6 r , r : I s i i : j e t 0 s i n o n .

ii. Montrer que la famille (Lo, Lt, . , Ln) est une base de P''

(c) Si  y :  (1)a,Ar, .  . . ,an) est un élément O" 
T"*t ,  

exprimer le polynôme P, en fonct ion de

L o ,  L t , .  .  . ,  L n  ê t  1 J o , A t ' ,  .  . , A n . Q u e  v a u t  L  t , '
i=0

2è*" Partie : Problème aux moindres carrés

Soient p et q deux entiers naturels non nuls ; on muni l'espace vectoriei ,AZp.r (R) (resp. ,Alq, r (R))

de son produit scalaire canonique noté ( .,. >o (resP. ( .,. )q) et on note ll l lo (resp. ll l ln) Iu norme

associée. On rappelle que < u,u )p: t't)1'1 , 1L.u e ,il4p,r(R)'

Si I,1 e Mo,n(R), on note encore M I'application linéaire de Mqt (R) dans,Âlp,r(R) canonique-

mentassoc iée  à  Mi  a ins i  Ker  M -  { r  € -Mq, r (R)  i  Mr  :0 }  e t lm X4 :  {Mr :  r  e 'Â lq , r (R) i '

O n c o n s i d è r e A e M r , r ( R )  e t ô e , M e , r ( R ) ; l e p r o b l è m e a u x m o i n d r e s c a r r é s a s s o c i é à A e t b e s t
la recherche des vecteurs âe.Mn,r(1R) minimisant la quanhté lU - lrll l iorsque r décrit "e4q.r(R).

1. Si  u € tVq.t(R.) est un vecteur tel  que tAAu :  tAb'

(a) Montrer que le vecteur b - Au est orthogonal à Im (-a) et en déduire que Au est la

projection orthogonale de b sur Im (A)'

(b) lust i f ier que l lb -  l " l l?:  min{ l lA -  er l l l :  r  e .Mq.i(R)} et  préciser ious ies éléments

u € Mq.t(R) en lesquels ce minimum est atteint'

2. Réciproquement, si u e Mq1 (R) est un vecteur qui réalise le minimum de la quantite llb-,ar ilf
iorsque r decrit Mq,r(R), prouver quetAAu : tAb; on montrera pour cela que le vecteur
tAAu - iAb est orthogonal à tous les vecteurs de -Mq.r(R).

3. (a) Monirer que si r € Ker tAA alors < An' Ar >r: g'

(b) En déduire que Ker A = I{ert-4A.

(c) Comparer alors rC (rA) et rg (tA,4)'

(d) Montrer que ImtAA c Imt4 et en déduire que ces deux sous-esPaces vectorieis sont

égaux.

4. (a) Montrer qu'une solution du problème aux moindres carrés cité ci-dessus existe toujours

et qu'e1le est exactement une solution d'un svstème linéaire à préciser.

(b) Montrer que le problème a une unique solution si et seulement si Ker,4 : t0).

3è*" Partie : Approximation polynômiale au sens des moindres carrés

On considère des réels y6, Ar, . . . ,An eui sont respect ivement les images des réeis T0,rr t .  . . , rn

par une fonction p, et on cherche à déterminer les polynômes P € P- tels que ia quantité

n

û^(P)  ' :  t  (v ,  -  r r r , ) ) '
i : 0

soit minimale, et à préciser la valeur minimale À- de ladite quantité'
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ùr parle alors d'approximation pol1nômiale au sens des moindres carrés de ia fonction q,

aux polnts r0.x)r, ,i., ce tvpe d'approximation est particulièrement utilisé dans les problèmes

d'opiimisation et de contrôie de quaiité.

On utilise ies notations des parties précédentes'

A. Étude dans le cas m > n * I

1.  Donner un polvnôm" Qg 7>^ telque l-(Qo) :  (90, 9i ,  ' '  , !1,) '

2. En déduire Ia vaieur minimale À- de O-(P) lorsque P décrit 7),-,, et préciser l 'ensemble des

polynômes en iesquels ce minimum est atteint'

g. Étude dans le cas m < n

Dans cette section, on Pose

€  M ' n 1 , 1 ( R ) .

ia,)
(b)

3 .  (a )

(a) Expliciter les coefficients de la matrice 7A'

(b) Monter que la matrice ,4 est de rarrg m * I ; on pourra montrer que ces colonnes sont

iinéairement indépendantes ou utiliser une autre méthode'

(c) En déduire que la matrice tAA est inversible'

/ " n \
m  l o r l

S o i t P : f  c r e X k  € P ^ , o n p o s e I , ' " :  
|  :  I
\ /
\a^/

Exprimer le produit  A\1, àl 'a ide des valeurs pr ises par P aux points 20, c1'  ' . . . I r t .

E n  d é d u i r e  q u e  { ' - f  P )  :  l l h  - - 4 1 " l ; - t

|ustifier qu'il existe un unique pol,vnôme Po € Pm qui réaiise le minimum de la quantité

O-(P) lorsque P dêctiTP^.

(b) Montrer que l/oo est l',unique soiution du système iinéaire tAAZ : tAb, d'inconnue z '

(c) Que vaut À- ?

Application

O n  p r e n d  n : 3 , m : 3 , f 0  :  - l ' 1 1  : 0 ,  x : 2 : 1 , g - 3 : 2 , 9 0  :  l ,  U r : 2 , A 2 :  I  e t  9 3  =  0

(a) Calculer les matr ices A ettAA

(bt Calculer ie vecteurrAÙ.

(c) Résoudre le système linéaire IAAZ : 7b, d'inconnue Z , par Ia méthode du pivot de

Gauss.

(d) Quel est ie poil,nôme P3 de degré < 3 qui minimise Ô3 suÏ Pe ? Que vaut À3 ?

(e) Tracer ie graphe de la fonction I + P6(f ) et représenter les points (r,,'tl i)sur ie même

graphique.
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