FPagTie III : Une Gguation intégrale
5. Boit F espace vectoriel des applications borndes de [0; 1] dans R. Pour [ dans F on pose :
1£lloq = l:l;l:rlf{:}l :

On note aussi E V'espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans .

{8} Démontrer soigneusement que || ||, est ane norme sur F. On admetira pour la suite
que {F, || ||} est un espace de Banach.

o) Vérifier que EC F.

(e} Démontrer le sésultat suivant du coors :
& (G [] []) est un espace vectoriel ormé et &l (g,) est une suite d'applications continues
de ¢ dans 7 qui converge uniformément sur & vers wne application g alors g est
continue,

id) En déduire que (£, | ||.) est ausst un espace de Banach.

6. On considére une application continue K : [0; 1]* = IR ainsi que g € E. Pour A réel, on pote
@ l'application qui & une fonction f de E assocle 1a fonction définie par :

W{1)(e) = =)~ [ Kz} fls)dy pour towt 3 dans 051,

&) Justifier que I'application | K| cst bornée et atteint ses boroes,
On pose M = [*wu.lﬁiz.wll-

(b} Démontrer que $(f) est un ékment de E.
lc; On suppose que |A| < MY Virifier que & est une contraction stricte de (E, || [|,) et
e didaire qu'll extste une unique application f dans E telle que :

otz) = 12) 4 2 [ K(es)1(a)dy. pous tous = dass (1.

Partie IV : Une application glométrigue

7. Dans le plan rappocté & un repére orthonormal on considére un vral triangle ABC avec B
&b O gur 'axe des abocisses,
Soit A un point de I'axe des abscisses. On note ;
= Py le projeté orthogonal de M sur [CA);
- Qs be projett orthogonal de Py sur (AB);
= Ry le projeté arthogonal de Chy sur [BC).
On obtient donc une application ¢ : R — B qui & l"absclsse de M associe l'abscisse do Hyy.
Ge appelle &, b et ¢ les mesures respectives des angles BAC, ABC o BCA
(a) Pour M et A" points distincts de (BC), justifier I'ggalité {lorsque M # C) ;

PyPuy Pyl y
Wi = o - e

{b) Démontrer que i ost une contraction stricte de (K, | |). Que peut-on en déduire?

Fin de I"énoncé
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EPREUVE SPECIFIQUE - FILIERE MF

MATHEMATIQUES 1

Durée : 4 heures

Les calewlofrices sont aulorisdes,
-Ew

MB: Le candidat attschera la plas grande beportance i ba clasté, & la poécision o% & la concision de la
risdaetion. )

i un candidat est amend & repérer co qul peut lai sembler btre une erreur d'ézonck, il le signalera sar
ga cople et devra poursuivre sa composition en expliquant Ies misons des initintives qu'il & 6@ amend
& prendse,

LA

Le sujet est composé de deux exercices et d'un probléme indépendants.

EXERCICE 1
Om considére 1"6quation différentiells ;

iz
(B) =¥ +y = o=
1. Riésgudre {E) sur chacun des intervalles | = 1;0{ et 0; 1[.
2. En déduire que (E) admet une unique solution sur | = 1;1].

EXERCICE 2
1. Justifier que la fonction £ e~ est intégrable sar R*.

Drana 1a suite de cet exercics, on se propose de calculer @

i
[ = f e gt
1

7, Soit f ot g les fonctions définies sur R par :
. 1‘—En+:t;.d=
f[rJ:-fE di et g{:}:;‘; 1_-1-!5:_ .
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{a" DEmontrer que les fonctions [ et g sont de classe C* sur B* ot déterminer leur dérivée,

i
(b Prouver que pour tout x réel positif on & @ f(z) -.-f e~ " dt,
0

En diduire que la fonction ¢ = g+ f* est constante de valeur E.
{c) Démontrer que pous tout = 0 réel on a: 0  g(z) € e,
{d) En déduire la vabeur de 1,

PROBLEME : THEOREME DU POINT FIXE ET APPLICATIONS

Le but de ce probléme est de démontrer le Ehéoréme du point fixe de PICARD, ce qui fait 'abjet
de la partie I, ¢f d'en voir plusicurs applications Hiémeéentaires dans lea parties sulvantes. Los
parties 1T, ITT et IV soat indépendantes sntre elles.

Scit [, || |} wn espace wectoriel pormé.

Une définition. Soit k € [0;1]. On dira qu'une application f : 5 — E est une contraction
stricte de rapport k lorsque pour tout (z, 1) € £ onoa:

£z} = Flwll & kllz = vl

Une notation. Pour n entier naturel et f: E = E, on notera f" : E — E I'application définie

par :
fz)= fe--of (x) wvecln convention [°=Id,

m Fadn 1 fonctien f

ParTie I ¢ Le théoréme du point fixe de PICARD

Dans cette partie (E, || ||} est un espace de Bannch et f : E — E est une contraction stricte de

rapport k.,
Pour a € F on considéee la suite {z,) définie par xp = a et 2oy = f{z,) pour tout n entier

naturel,
1. Pour tout n entier nakurel, on posé uy = En4q — Tn.
fa) Démontrer que pour tout n entier natunel, on a [juag || £ & |Jun]| puls que

llunll < & [ f{a) = all.

En déduire que la série ) 1, converge.
) Démontrer alors que ln suite (z,) converge vers un vectour £ de E.
ic) Prouver que £ est un point fixe de f c'est-d-dire gue f(£) = L.
{d) Démontrer que f admet en fait un unique point Bxe.

O vient done de dimontrer 1o résultat suivant :

THECREME DU POINT FIXE DE PICARD : Dans un espace de Banach (E, || [}, uee applica-

tien f: E — E qui est une contraction stricte admet un unbque point five et pour tout a
dans E la suite des itérés (f™{a))aen converge vers ce point fixe,

2/

ParTiE 11 : Exemples et contre-exemples

2. Sur la nécessitdé dirvoir une contraction stricte
O considére ici la fonction g : B — B définie par :

g{!]-H%-mt.
(a) Démantrer que pour tout f téel, on a [¢'(f)] < 1. Ean déduire que I'on & pour z et g
réels . :

tplz) = oly)l < |z — ol
(b} La fonction g admet-elle un point fixe? Est-elle une contraction stricte T

3 Un exemple
Eoit f: R — I une fanction cootinwe telle que, pour tout = réel, on ait :

fla) = foglz) ob glz) =3 +1.

(2} On considire Ia suite (un)ugrs 466nie por up € I 68 uaey = 3 + 1 pour tout n entior
naturel. Démontrer en nillisant lo théordme de PIoaRD que cette sulte convenge vers
an rée] £ que 'on pricisera,

(b} Démontrer que pour tout n entier naturel et tout x réel, on a : flg*(=)) = fz).

(¢} En déduire que [ est constante,

4, Un systdme non lindaire dans R®
On &'intéresge dang catte question au gystéme

e
':S:I{El-y - ?T;Lrsm{:—yj

On munit R? de la norme | |l, définke par : [|(z,4)ll, = [z]|+ lul et on considére I'application
¢ : R* — R? difinie par :

viz,y)= (i snfz +y), 1+ % arctan(z — y] ]| ;

{a) Poarquol I'espace vectariel normé (B2, || ;) est-il complet?
b)) Démoatrer que pour tout @ et b réels, on A ; )

lsinb —sina] € |k—a] et |arctanb — arctana] £ [b~ a].

{¢] Prouver que 4 est une contraction stricte de (IR*, || [;]I dans (B, || ;).

(2) ZIn déduire gue le systéme [S) admet une unigue solution dans R

fe' i R? est muni de la norme || ||, définie par |(z, v)ll. = max(|z], Ju[) qui en fait un
espacs de Banach,

Diécerminer ||y (2, -1) — (0,00
L'application ¢ est-slle encore unt contraction stricke pour la norme || |7
Quel commentaire peut-on faire T
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